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Osnovni pojmovi

o Sta je algoritam?
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Osnovni pojmovi

o Sta je algoritam?

Neformalno, algoritam je precizan opis postupka za re3avanje nekog
problema u konaénom broju koraka.

o Koje algoritme znate?
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Osnovni pojmovi

o Sta je algoritam?

Neformalno, algoritam je precizan opis postupka za re3avanje nekog
problema u konaénom broju koraka.

o Koje algoritme znate?
o Algoritmi u matematici (sabiranje, mnozenje, nzd...)

o Algoritmi u racunarstvu (minimum, maksimum, sortiranje...)
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Osnovni pojmovi

o Kako znamo da za neki problem postoji algoritam koji ga
resava’?
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Osnovni pojmovi

o Kako znamo da za neki problem postoji algoritam koji ga
resava’?

o Da li za svaki problem postoji algoritam koji ga resava?
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Osnovni pojmovi

o Kako znamo da za neki problem postoji algoritam koji ga
resava’?

o Da li za svaki problem postoji algoritam koji ga resava?
o Da li postoji problem za koji ne postoji algoritam koji ga
reSava?
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Osnovni pojmovi

o Kako znamo da za neki problem postoji algoritam koji ga
resava’?

o Da li za svaki problem postoji algoritam koji ga resava?
o Da li postoji problem za koji ne postoji algoritam koji ga
reSava?

o Kako znamo da za neki problem ne postoji algoritam koji ga
resava?
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Osnovni pojmovi

o Kako znamo da za neki problem postoji algoritam koji ga
resava’?

o Da li za svaki problem postoji algoritam koji ga resava?

o Da li postoji problem za koji ne postoji algoritam koji ga
resava?

o Kako znamo da za neki problem ne postoji algoritam koji ga
reSava’

Formalizacija pojma algoritma

Da bi moglo da se diskutuje o tome 3ta se moze, a Sta ne moze
izraunati algoritamski, potrebno je najpre precizno definisati pojam
algoritma.
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Osnovni pojmovi

o (Hilbert, 1928.) Da li postoji algoritam kojim se
(pojednostavljeno re¢eno) mogu dokazati sve matematicke
teoreme?

@ Dovoljno je razmatrati algoritme za izracunavanje funkcija Ciji
su i argumenti i rezultujuce vrednosti prirodni brojevi (a drugi
matematicki i nematematicki algoritmi se, digitalizacijom,
mogu svesti na taj slucaj).
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Osnovni pojmovi

o Jedan primer sistema izracunavanja koji se moze koristiti u
cilju formalizacije pojma algoritma je masina sa beskonacno
mnogo registara (engl. Unlimited Register Machine — URM).

o Blok dijagrami se mogu smatrati poluformalnim nacinom opisa
algoritama. Oni ¢e biti koris¢eni u resavanju nekih zadataka,
radi lakseg razumevanja.
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o UR masina je verovatno najbliza savremenom stilu
programiranja: ur masina ima ogranic¢en (mali) skup
instrukcija, programe i memoriju
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Osnovne instrukcije UR masine su:

o Z(m) — nula instrukcija

o S(m) — instrukcja sledbenik

o T(m,n) — instrukcija prenosa
o J(m,n,p) — instrukcija skoka

Instrukcije Citaju brojeve i upisuju ih u registre beskonaéne trake
koja sluzi kao prostor za Cuvanje podataka, tj. kao memorija
masine. Stanje registara u nekom trenutku zovemo konfiguracija.
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o URM program je konacan numerisan niz URM instrukcija.

o Instrukcije se izvrSavaju redom (pocevsi od prve), osim u
slu¢aju instrukcije skoka.
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na i krajnja konfiguracija

o Pocetnu konfiguraciju €ini niz prirodnih brojeva upisanih u
pocetne registre koji odgovaraju argumentima funkcije.

o Podrazumeva se da na kraju rada programa rezultat treba da
bude smesten u prvi registar
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Napisati URM program koji izracunava funkciju f(x,y) = x+y
ldeja: x+y=x+1+1+..+1
Nacrtajmo prvo pocetnu konfiguraciju registara

R Ry Ry ...

= [y [ ]

a zatim radnu konfiguraciju registara
R R, Ry ..
|J:+.ir|y IR‘ |
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Nacrtajmo sada dijagram toka ovog algoritma
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Na kraju, napisimo URM program ovog algoritma

1. Z(3) /*Brojac koliko puta smo dodali 1%/

2. J(3,2,100) /*Ako smo dodali y puta, zavrsava se program*/

3. 8(1) /*Sledbenik dodaje 1 na tekucu vrednost prvog registrax/
4. 3(3) /*Uvecavamo brojac*/

5. J(1,1,2) /*Vracamo se na drugu instrukciju*/

Milena Vujosevi¢ Janicié¢ Jelena Graovac



Napisati URM program koji vraca vrednost 0, ako je x < y, a vraca
1 inace.
Pocetna konfiguracija registara
R Ry Ry ...
Radna konfiguracija registara
Ry Ry Ry
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Dijagram toka ovog algoritma

G
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URM program ovog algoritma:

1. Z2(3) /¥k=0%/

2. J(1,3,6) /*xx 7= kx/

3. J(2,3,8)  /*y 7= kx/

4. S(3) /*k++%/

5. J(1,1,2)

6. Z(1) /*nula se smesta u prvi registar*/

7. J(1,1,100) /*kraj*/

8. Z(1)

9. s(1) /*jedinica se smesta u prvi registarx/
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o Kazemo da URM program izraunava funkciju f ako za svaku
n-torku argumenata za koju je funkcija f definisana i ima
vrednost b istovremeno vazi da URM program staje sa radom i
da izraCunava istu tu vrednost b.

o Funkcija je URM izra€unljiva ukoliko postoji URM program
koji je izraunava.
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o Pitanjem formalizacije pojma algoritma 1920-ih i 1930-ih
godina nezavisno se bavilo nekoliko istaknutih matematicara i
uvedeno je nekoliko raznorodnih formalizama, tj. nekoliko
raznorodnih sistema izracunavanja. Osim URM-a koji je
prikazan, tu su i

Tjuringove masine

Rekurzivne funkcije

Lambda racun

Postove masine

Markovljevi algoritmi
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o Navedeni sistemi nastali su pre savremenih racunara i vecina
njih podrazumeva odredene apstraktne masine.

o Opis postupka je dovoljno precizan ukoliko je moguce njime
konstruisati neku masinu koja ¢e taj postupak izvrsiti.
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Formalizmi

jezici

o | savremeni programski jezici predstavljaju precizne opise
algoritama i moguce ih je pridruziti gore navedenoj listi.

o Razlika je u tome sto nabrojani formalizmi teze da budu sto
jednostavniji tj. da koriste sto manji broj operacija i 5to
jednostavnije modele masina, dok savremeni programski jezici
teze da budu sto udobniji za programiranje te ukljucuju veliki

broj operacija.
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Formalizmi

ost formalizama

o Za sistem izra¢unavanja koji je dovoljno bogat da moze da
simulira Tjuringovu masinu i tako da izvrsi sva izraCunavanja
koja moze da izvrsi Tjuringova masina kaze se da je Tjuring
potpun (engl. Turing complete).

o Za sistem izraCunavanja koji izracunava identi¢nu klasu
funkcija kao Tjuringova masina kazemo da je Tjuring
ekvivalentan (engl. Turing equivalent)
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Formalizmi

ost formalizama

o Ako se neka funkcija moze izraunati u nekom od navednih
formalizama, onda kazemo da je ona izracunljiva u tom
formalizmu.

o lako su navedni formalizmi medusobno veoma razli¢iti, moze se
dokazati da su klase izra€unljivih funkcija identi€ne za sve njih,
tj. svi oni formalizuju isti pojam algoritma i izracunljivosti.

o Drugim re€ima, svi navedeni formalizmi su Tjuring
ekvivalentni.
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Formalizmi

I programski jezici

@ Svi navedeni formalizmi za izracunavanje, podrazumevaju u
nekom smislu, beskonacu raspolozivu memoriju.

o Zbog toga savremeni racunari (koji raspolazu kona¢nom
memorijom) opremljeni savremenim programskim jezicima nisu
Tjuring potpuni, u strogom smislu.

o Svako izracunavanje koje se moze opisati nekim programskim
jezikom moze se opisati i kao program za Tjuringovu masinu.
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Ceré-Tjuringova teza
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Ceré-Tjuringova teza

gova teza

o Koliko formalne definicije algoritama uspevaju da pokriju nas
intuitivni pojam algoritma?

o Da li je zaista moguce efektivno izvrsiti sva izracunavanja
definisana nekom od formalizacija izracunljivosti i, obratno, da
li sva izra€unavanja koja intuitivno umemo da izvrSimo zaista
mogu da budu opisana koris¢enjem bilo kog od precizno
definisanih formalizama izracunavanja?
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Ceré-Tjuringova teza

juringova teza

Ce
Klasa intuitivno izra€unljivih funkcija identi€na je sa klasom
formalno izracunljivih funkcija.

Tjuringova teza

Ovo tvrdenje je hipoteza, a ne teorema i ne moze biti formalno
dokazano.
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Algoritamski neresivi problemi

o
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Algoritamski neresivi problemi

nje reci

o Neka su data dva konacna skupa reci.

o Pitanje je da li je moguée nadovezati nekoliko reéi prvog skupa
i, nezavisno, nekoliko re¢i drugog skupa tako da se dobije ista
rec.

o Na primer, za skupove {a, ab, bba} i {baa, aa, bb} jedno
reSenje je bba-ab- bba-a= bb-aa- bb- baa

o Za skupove {ab, bba} i {aa, bb} resenje ne postoji, jer se
nadovezivanjem reci prvog skupa uvek dobija re¢ ¢ija su
poslednja dva slova razlicita, dok se nadovezivanjem reci
drugog skupa uvek dobija re€ Cija su poslednja dva slova ista.
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Algoritamski neresivi problemi

anje reci

o Zadatak je utvrditi da li postoji opsti algoritam koji za
proizvoljna dva zadata skupa reci odreduje da i trazena
nadovezivanja postoje.

o Ovaj problem je algoritamski neresiv
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Algoritamski neresivi problemi

jednacine

o Diofantska jednacina je jednacina oblika P = 0, gde je P
polinom s celobrojnim koeficijentima i proizvoljnim brojem
nepoznatih.

o Zadatak je utvrditi da li postoji opsti algoritam kojim se
odreduje da li proizvoljna zadata Diofantska jednacina ima
racionalnih resenja.

o Ovaj problem je algoritamski neresiv.

Milena Vujosevi¢ Janicié¢ Jelena Graovac



Algoritamski neresivi problemi

o Zadatak je utvrditi da li postoji opsti algoritam koji za
proizvoljni zadati skup aksioma i zadato tvrdenje proverava da
li je tvrdenje posledica aksioma.

o Resenje ovog problema proisteklo je iz radova Ceréa, Tjuringa
i Gedela.

o Ovaj problem je algoritamski neresiv.
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Algoritamski neresivi problemi

blem

o Zadatak je utvrditi da li postoji opsti algoritam koji proverava
da li se proizvoljni zadati program zaustavlja za date ulazne
parametre.

o Pitanje zaustavljanja racunarskih programa je jedno od
najznacajnijih pitanja raunarstva i programiranja.
o Cesto je veoma vazno da li se neki program zaustavlja za neku

ulaznu vrednost, da li se zaustavlja za ijednu ulaznu vrednost i
sli¢no.
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Algoritamski neresivi problemi

blem

@ Za mnoge konkretne programe i za mnoge konkretne ulazne
vrednosti, na ovo pitanje moze se odgovoriti.

o No, nije ocigledno da li postoji opsti postupak kojim se za
proizvoljni dati program i proizvoljne vrednosti ulaznih
argumenata moze proveriti da li se program zaustavlja ako se
pokrene sa tim argumentima.

o Halting problem je algoritamski nereSiv problem.
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Algoritamski neresivi problemi

zracunljivih i neizracunljivih funkcija

o Koliko ima razli¢itih URM programa?
o Koliko ima izra€unljivih funkcija?

o Koliko ima neizracunljivih funkcija?

Kojih funkcija ima vise?
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Algoritamski neresivi problemi

zracunljivih i neizracunljivih funkcija

o Koliko ima razli¢itih URM programa?
o Koliko ima izra€unljivih funkcija?

o Koliko ima neizracunljivih funkcija?

Kojih funkcija ima vise?

Moze se dokazati da funkcija jedne promenljive koje za ulazni
prirodni broj vracaju iskljucivo 0 ili 1 ima neprebrojivo mnogo, dok
programa ima samo prebrojivo mnogo. |z toga direktno sledi da ima
neprebrojivo mnogo funkcija koje nisu izracunljive.
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o Slajdovi su pripremljeni na osnovu treceg poglavlja knjige
Filip Mari¢, Predrag Janici¢: Programiranje 1

@ Za pripremu ispita, slajdovi nisu dovoljni, neophodno je
koristiti knjigu!
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